
1 DYNKIN π-λ 定理和单调类定理 1

1 Dynkin π-λ 定理和单调类定理
这份笔记总结了 Dynkin π-λ 定理的证明. 我们首先介绍一些定义.

定义 1.1. 设 S 是一个非空集合, P(S) := {A ⊆ S} 是 S 的幂集. 称集族 A ⊆ P(S) 是一个

S 上的

1. π-系统, 如果 A 对集合的有限交运算封闭, 即 A,B ∈ A =⇒ A ∩ B ∈ A.

2. σ-代数, 如果

(i) S ∈ A

(ii) A 对集合的补运算封闭, 即 A ∈ A =⇒ Ac ∈ A

(iii) A 对集合的可数交运算封闭, 即对可数多个集合 A1, A2, · · · ∈ A, 我们有

∞∩
i=1

Ai ∈ A.

3. λ-系统, 如果

(i) S ∈ A

(ii) A,B ∈ A, A ⊆ B =⇒ B \ A ∈ A

(iii) 设 A1, A2, · · · ∈ A 是可数多个互不相交的集合, 则有

∞⊔
i=1

Ai ∈ A.

注记 1.2. 1. σ-代数定义 (iii) 中的可数多个如果替换成了有限个, 那么它就成了代数
(algebra) 的定义. σ 通常表示可数多个.

2. σ-代数定义 (iii) 可以等价替换成: A 对集合的并运算封闭

3. λ-系统定义 (iii) 可以等价替换成: 设 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · 是 A 中一列可数多个递增的集
合, 则

∞∪
i=1

Ai ∈ A.

4. λ-系统定义中的 (i) 和 (ii) 说明 λ-系统对集合的补封闭.
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5. σ-代数一定是 λ-系统. 设 A 是 S 上的 σ-代数, 则 λ-系统定义中的 (i) 和 (iii) 显然
成立, 对于 (ii), 设 A,B ∈ A, A ⊆ B, 则利用 σ-代数的定义, B \ A = B ∩ Ac ∈ A.

命题 1.3. 设 {Ai : i ∈ I} 是一列 S 上的 σ-代数, I 是任意指标集 (可数或不可数), 则

∩
i∈I

Ai

也是一个 σ-代数.

证明. (1) 首先对任意 i ∈ I, S ∈ Ai, 因此 S ∈
∩

i∈I Ai. (2) 设 A ∈
∩

i∈I Ai, 则 A ∈ Ai,
∀i ∈ I,因此 Ac ∈ Ai, ∀i ∈ I,即 Ac ∈

∩
i∈I Ai. (3)设 A1, A2, · · · ∈

∩
i∈I Ai 是可数个集合,则

这些集合也在每个 Ai 中, 由 σ-代数的定义, 它们的交集在每个 Ai 中, 即在
∩

i∈I Ai 中.

命题 1.4. 设 F ⊆ P(S), 则存在包含 F 的最小的 σ-代数 C, 即满足

1. C 是一个 σ-代数;

2. F ⊆ C;

3. 对任意包含 F 的 σ-代数 A, 有 C ⊆ A.

我们将 C 记为 σ(F).

证明. 设 Σ := {A ⊆ P(S) : F ⊆ A,A 是一个 σ-代数}, 首先 Σ 非空, 因为 P(S) ∈ Σ. 令

C :=
∩
A∈Σ

A,

则 C 即为包含 F 的最小的 σ-代数:(1) 由命题 1.3 可知; (2)C ∈ Σ 因此 F ⊆ C; (3) 由交集的
定义可知.

同样的, 我们也可以定义包含集族 F 的最小的 λ-系统, 记为 λ(F).

定理 1.5 (Dynkin π-λ 定理). 设 F ⊆ P(S) 是一个 π-系统, 则

σ(F) = λ(F).

为了证明上述定理, 我们先来证明一些引理.

引理 1.6. 设 F ⊆ P(S) 是一个 λ-系统, 则 F 是一个 π-系统当且仅当 F 是一个 σ-代数.
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证明. 设 F 是一个 π-系统. (1) 由于 F 是一个 λ-系统, S ∈ F . (2) 对任意 A ∈ F , 由于 F
是一个 λ-系统, Ac = S \ A ∈ F . (3) 设 A1, A2, · · · ∈ F 是可数多个集合. 我们可以将

∪
i Ai

写成不相交集合的并.令 F1 = A1, F2 = A2 \F1, F3 = A3 \F2, · · · , Fn = An \Fn−1,· · · , 从而

∞∪
i=1

Ai =
∞⊔
i=1

Fi.

我们只要证明 F1, F2, · · · ∈ F 即可. 下面证明 F 对集合的差运算封闭. 设 A,B ∈ F ,
A \ B = A ∩ Bc, 因为 F 是 π-系统, 从而对交运算封闭, 并且结合 (2), F 对补运算封闭, 从
而 A \B ∈ F . 因此 Fi ∈ F .

设 F 是一个 σ-代数, 设 A,B ∈ F , 令 A1 = A, A2 = B, Ai = ∅, i ≥ 3, 从而

A ∩B =
∞∩
i=1

Ai ∈ F .

即 F 是一个 π-系统.

引理 1.7. 设 F 是一个 π-系统, 则 λ(F) 也是一个 π-系统.

证明. 对任意 A ∈ λ(F), 定义

C(A) = {B ∈ λ(F) : A ∩ B ∈ λ(F)}.

要证明 λ(F) 是一个 π-系统, 只需要证明 λ(F) = C(A) 对任意 A ∈ λ(F) 成立 (⊇ 显然, 只
用证 ⊆). 为此, 我们下面将证明 C(A) 是一个包含 F 的 λ-系统, 于是利用 λ(F) 的最小性,
λ(F) ⊆ C(A).
Claim: 对任意 A ∈ λ(F), C(A) 是一个包含 F 的 λ-系统.
Step1: 证明 C(A)是一个 λ系统. (1) A∩S = A ∈ λ(F),因此 S ∈ C(A). (2)设 E,F ∈ C(A)
并且 E ⊆ F , 则

(F \ E) ∩ A = (F ∩ A) \ (E ∩ A) ∈ λ(F),

因此 F \ E ∈ C(A).(3) 设 F1, F2, · · · ∈ C(A) 是可数多个互不交的集合, 则

(
∞⊔
i=1

Fi) ∩ A =
∞⊔
i=1

(Fi ∩ A) ∈ λ(F),

从而
⊔∞

i=1 Fi ∈ C(A). 因此 C(A) 是一个 λ-系统.
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Step2: 下面证明对任意 A ∈ λ(F), F ⊆ C(A). 设 F ∈ F , 由于 F 是一个 π-系统, 于是对任
意 E ∈ F ⊆ λ(F),都有 E∩F ∈ F ⊆ λ(F),即 F ⊆ C(F ). 由 λ(F)的最小性, λ(F) ⊆ C(F ).
因此对任意 A ∈ λ(F), A ∩ F ∈ λ(F). 这说明 F ∈ C(A), 从而 F ⊆ C(A).

下面我们来证明 Dynkin π-λ 定理.

证明 (Dynkin π-λ 定理). 1. 首先证明 σ(F) ⊆ λ(F). 根据引理 1.7, λ(F)是一个 π-系统,而
λ(F) 显然是一个 λ-系统, 根据引理 1.6, λ(F) 是一个 σ-代数. 因此利用 σ(F) 是包含 F 的
最小 σ-代数, 我们有 σ(F) ⊆ λ(F).
2. 再来证明 σ(F) ⊇ λ(F). 这是显然的, 因为 σ-代数 σ(F) 一定也是 λ-系统, 由 λ(F) 的最

小性即证.

有的书会介绍单调类定理, 它实际上和 Dynkin π-λ 定理等价. 下面是单调类的定义和
单调类定理的叙述.

定义 1.8 (单调类). 称集族 A ⊆ P(S) 是一个单调类, 如果 A 对可数个增集的并封闭以及
对可数个减集的交封闭, 即

(1) Ai ∈ A 且 A1 ⊆ A2 ⊆ · · · , 则
∪

i Ai ∈ A.

(2) Ai ∈ A 且 A1 ⊇ A2 ⊇ · · · , 则
∩

i Ai ∈ A.

类似地, 任意单调类的交集也是单调类. 并且我们可以定义包含集族 F ⊆ P(S) 的最小

的单调类, 记为 M(F).

引理 1.9. 1. σ-代数是一个单调类.

2. λ-系统是一个单调类.

3. 单调类是一个 σ-代数当且仅当它是一个代数.

证明. 1. 显然. 2. 设 A ⊆ P(S) 是一个 λ-系统, 则根据 λ-系统的等价定义, A 对可数个增集
的并封闭, 于是 A 满足了单调类定义的第一条. 设 Ai ∈ A 是一列减集, 则 Ac

i 是一列增集,
并且 Ac

i ∈ A, 于是 ∪
i

Ac
i = (

∩
i

Ai)
c ∈ A,

从而 ∩
i

Ai ∈ A,
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这说明 A 满足单调类定义中的第二条, 于是 A 是一个单调类.
3.=⇒显然,我们只证⇐=. 设 A ⊆ P(S)是一个单调类,同时也是一个代数.设 A1, A2, · · · ∈
A 是可数多个集合, 定义 Bk =

∪k
i=1 Ai, 则 B1, B2, · · · ∈ A 是一个增集, 由单调类的定义可

知 ∪
i

Ai =
∪

Bk ∈ A,

从而 A 是一个 σ-代数.

定理 1.10 (单调类定理). 设 F ⊆ P(S) 是一个代数, 则

σ(F) = M(F).

定理 1.11. 单调类定理和 Dynkin π-λ 定理等价.

证明. 1. 首先设 Dynkin π-λ 定理成立. 设 F ⊆ P(S) 是一个代数. 根据引理 1.9, σ-代数是
一个单调类, 由 M(F)的最小性有 σ(F) ⊇ M(F). F 显然是一个 π-系统, 由 Dynkin π-λ定
理,

σ(F) = λ(F).

下面证明 M(F) 是一个 λ-系统. M(F) 已经满足了 λ-系统定义中的 (1) 和 (3), 我们只用证
明 (2). 首先证明 M(F) 对补运算封闭. 定义

C = {E ∈ M(F) : Ec ∈ M(F)},

显然 F ⊆ C, 并且 C 是一个单调类, 由 M(F) 的最小性, M(F) ⊆ C. 然后证明 M(F) 对交

运算封闭. 设 A ∈ M(F), 定义

C(A) = {E ∈ M(F) : A ∩ E ∈ M(F)},

同样 C(A) 是一个包含 F 的单调类, 我们有 M(F) ⊆ C(A). 于是对任意 A,B ∈ M(F),
A ⊆ B, 则 B \A = B ∩Ac ∈ M(F). 从而 M(F) 是一个 λ-系统, σ(F) = λ(F) ⊆ M(F). 从
而 σ(F) = M(F)

2. 设单调类定理成立. 设 F ⊆ P(S) 是一个 π-系统. 因为 σ(F) 是一个包含 F 的 λ-系统,
于是有 σ(F) ⊇ λ(F). 我们只用证明 σ(F) ⊆ λ(F). 设 α(F) 是包含 F 的最小的代数, 从而
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σ(F) = σ(α(F)), 这是因为 α(F) ⊆ σ(F), σ(α(F)) ⊆ σ(F). 由单调类定理,

σ(α(F)) = M(α(F)),

由于 λ(α(F)) 是一个单调类 (引理 1.9), 我们有 M(α(F)) ⊆ λ(α(F)).
Claim: λ(α(F)) = λ(F). (这里会用到 F 是 π-系统!)
◀ λ(α(F)) ⊇ λ(F) 由 λ(F) 最小性直接得到. 另一方面, 由于 F 是一个 π-系统, λ(F) 也是

一个 π-系统 (引理 1.7), 因此 λ(F) 是一个包含 F 的代数, 从而 α(F) ⊆ λ(F), 即 λ(F) 是

一个包含 α(F) 的 λ-系统, 由 λ(α(F)) 的最小性有 λ(α(F)) ⊆ λ(F). ▶
于是

σ(F) = σ(α(F)) = M(α(F)) ⊆ λ(α(F)) = λ(F),

从而 σ(F) = λ(F).

最后我们总结一下这些集合系统之间的关系.

• 所有的 σ-代数 ⊆ 所有的 λ-系统 ⊆ 所有的单调类

• 所有的 σ-代数 ⊆ 所有的代数 ⊆ 所有的 π-系统

• σ-代数 = 单调类 + 代数 = λ-系统 + π-系统
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